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Zur Approximation durch Polynome mit
ganzen Koeffizienten
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1. Der klassische Satz von WeierstraB3 gibt eine einfache Bedingung
fiir die Approximierbarkeit einer reellwertigen Funktion durch Polynome
mit i.a. reellen Koeffizienten. LaBt man dagegen zur Approximation nur
Polynome mit ganzrationalen Koeffizienten, kurz: ganze Polynome, zu, so
wird man nicht erwarten kdnnen, daB so jede stetige Funktion beliebig genau
angendhert werden kann. In der Tat gibt es zu diesem Problemkreis eine
umfangreiche Literatur (siehe z.B. [2]). Ganze Approximationspolynome
finden u.a. auch bei Transzendenzuntersuchungen Verwendung.

Mit einfachen und auf Tschebyscheff zuriickgehenden Mitteln 148t sich das
bemerkenswerte Resultat erzielen, daB in Intervallen, deren Lange grofler
gleich 4 ist, nur ganze Polynome selbst durch ganze Polynome approximiert
werden konnen [siche z.B. 1]. Interessant bleiben damit nur Intervalle mit
einer Lange kleiner als 4. Liegt dieses Intervall I in [—2, --2], so lassen sich
nach Hewitt und Zuckermann [2] n Punkte in / explizit so angeben, daf} eine
in 7 stetige Funktion f dort durch ganze Polynome genau dann approximiert
werden kann, wenn das zu diesen Punkten gebildete Lagrangesche Inter-
polationspolynom L, f ganz ist. Da die bisher verwendeten Beweismethoden
nicht konstruktiv sind, ist die Frage nach der expliziten Konstruktion von
ganzen Approximationspolynomen offen.

Dieses Problem wird in der vorliegenden Arbeit untersucht. Dabei werden
ganze Interpolationspolynome angegeben, die unter bestimmten Voraus-
setzungen in Intervallen 7C[—2, +2] gegen die vorgelegte Funktion
konvergieren. In dem abschlieBenden Abschnitt wird gezeigt, dal eine der
geforderten Bedingungen nichttriviale Lsungen zuldBt. Im Intervall [-a, + a]
mit 0 < a < 1 kommt man ohne Zusatzbedingungen aus, wenn man den
Beweis eines Satzes von Pil ([4], [1]) mit Bernstein Polynomen fithrt.

2. Wie man aus der expliziten Darstellung des n-ten Tschebyscheff-
Polynoms

[ni2]

= —1* n n—k n—2k—1y-n-2
T = 3 (b (T ) e
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ersieht, ist fiir jedes ne N w,(x) = 2T,(x/2) ganz. Die n Nullstellen von
wylx, = 2 cos(w((2k — 1)/2n)), k = 1,..., n] liegen mit wachsendem Index n
in [—2, +2] dicht.

Da fiir jedes ganze Polynom p und jedes n e N das Lagrangesche Inter-
polationspolynom

Lip =Y plx) I

k=1
mit den Grundpolynomen

L(x i‘faﬁg&_". k:l,...,n,
)= ST — )
mit dem modulo w, reduzierten iibereinstimmt, ist L, p ganz.
HiLrssaTz 1. Es sei fin [—a, +a] mit 0 < a < 2 durch ganze Polynome

approximierbar. Wird n € N so gewdhlt, daf x, € [—a, +al gilt fiirk = 1,..., n,
soist L, fganz.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es zu jedem ¢ > 0 ein ganzes Polynom
pe mit | f(x;) — pxp)| < e fiir k = 1,..., n. Daher gilt

| Lof() — Lop )l < 3 170 — pio)] - | 1)
k=1

< eC

mit einer von € unabhingigen Konstanten C > 0. Da die Grade beider Inter-
polationspolynome beschrankt bleiben, folgt L,f= L,p. fiir geniigend
kleines € und damit die Behauptung. Die von ¢ abhingige Konstante C wird
durch den folgenden Hilfssatz abgeschatzt.

HILFssATZ 2. Setzt man fiir ne N

A, = Max El L))

so gilt
» = O(nn) fir n— oo,

Beweis. Wegen w,(x) = 2T,(x/2) ist

o | T(x/2)
NS 2 T ) — G

<8+%lnn

nach Bernstein (siche {3, Satz 390]).
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Wird mit w(f, §) der Stetigkeitsmodul einer Funktion f bezeichnet und
erfiillt fin [—a, 4 a] die Dini-Lipschitz-Bedingung, d.h. es gilt

lim w(f,8)In 8 =0,

so folgt mit dem Satz von Jackson [3, Satz 112] lim,_,, E,_; In 7 = 0, wenn
mit E, die beste Approximation von f durch Polynome von hochstens n-tem
Grad bezeichnet wird. Zusammen mit Satz 1 aus [3, Satz 389] und Hilfssatz 2
ergibt sich, daB die Polynome L,f in [—a, +a] gleichmdBig gegen f kon-
vergieren. Mit Hilfssatz 1 ist damit bewiesen:

SATZ 1. FEine in 1—2, +2[ stetige Funktion f erfillle folgende Voraus-
setzungen:

(1) flapt sich in jedem Intervall [—a, +a] mit 0 << a < 2 gleichmdfig
durch Polynome mit ganzrationalen Koeffizienten approximieren;

(2) in einem Intervall I = [—a, +a] mit 0 < a < 2 geniige [ der Dini-
Lipschitz— Bedingung.

Dann streben in I die ganzen Polynome L, f, die zu
x; = 2 cos w((2k — 1)/(2n))

mit k = 1,..., n gebildet sind, gleichmdfig gegen f.

3. Wihlt man statt der Nullstellen die Extremalstellen von T, als
Interpolationsknoten, so ist ebenfalls w,_;(x) = (1/n) T,,;’(x/2) ganz, wie man
aus der expliziten Darstellung von 7, ersicht. Simtliche Nullstellen von
w, .1 liegen im Intervall [—2, +2] und sind von der Form x;, = 2 cos(kn/n)
mit kK = 1...., n — 1. Beziiglich der Konvergenz der zu diesen x; gebildeten
Interpolationspolynome gilt folgender

HILFSSATZ 3. EsseiFinl—1, +1[stetigundin[—A, +AImit0 < A < 1
von beschrdnkter Variation. Dann streben in [— A, + A) die zu &, = cos(kn/n),
k=1,..,n — 1 gebildeten Lagrange-Interpolationspolynome L,_F gleich-
mdfig gegen F.

Beweis. Man erhilt dieses Ergebnis durch eine leichte Modifikation des
Beweises zu Satz 5.3 in {5, Satz 129], indem man die Eckpunkte —1 und +1
weglaBt.

Geht man von einer in ]—2, +2f stetigen Funktion f aus, die in [—a, +a]
mit 0 < a <2 von beschrankter Variation ist, so erfiillt F(x) = f(2x)
gerade die Voraussetzungen von Hilfssatz 3 mit 4 = a/2. Folglich streben
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L, Fin [—A, +A] und dann auch L,_,f in [—a, +a] gleichmiBig gegen
Fbzw. gegen .

LdBtsich fin dem Intervall [—a, +-a] mit0 < a < 2 durch ganze Polynome
approximieren, so folgt, da w, ganz ist, wie in Hilfssatz 1 die Ganzheit von
L, ..f, wenn x, €[—a, +a] gilt fir k = 1,...,n — I. Insgesamt ist damit
bewiesen:

Satz 2. Eine in -2, +2[ stetige Funktion f erfillle folgende Voraus-
setzungen:

(1) fldpt sich in jedem Intervall [—a, +a] mit 0 < a < 2 gleichmiifig
durch Polynome mit ganzrationalen Koeffizienten approximieren;

(2) fseiinl=[—a, +almit0 <a<2von beschriinkter Variation.

Dann streben in I die ganzen Polynome L, _,f, die zu den Knoten
x, = 2costkmin), k = 1,...n— 1

gebildet sind, mit n — o gleichmdfig gegen f.

Bemerkungen. (1) Nimmt man die Eckpunkte —1 und +1 hinzu, so geht
bei der Transformation x — x/2 die Ganzheit des Nullstellenpolynoms w,_,
verloren.

(2) Der durch die in [5, Satz 132} angegebenen Stufenpolynome, die
fiir jede stetige Funktion f gleichmidBig gegen f konvergieren, definierte
Projektor ist nicht nur nicht polynomtreu, sondern kann auch ganze
Polynome auf nicht ganze abbilden.

4. In diesem Abschnitt soll angedeutet werden, daB es stetige
Funktionen gibt, die die Voraussetzung (1) der obigen Satze erfiillen, ohne
selbst ein Polynom zu sein.

Dazu wihle man eine monoton gegen + 2 strebende Folge @, mit

0<a, <2,

eine rationale, aber nicht ganze Zahl y € [—a, , +a;], ein beliebiges ganzes
Polynom p, und eine irrationale Zahl z mit | py(y) —z| < ¢ ,€ > 0.Day
kein Interpolationsknoten bei dem Test von Hewitt und Zuckermann ist,
148t sich ausgehend von p, eine in [—a, , +a,] stetige Funktion f; so kon-
struieren, daB sie in [—a,, +a;] durch ganze Polynome approximierbar
bleibt und noch | fi(x) — po(x)| < 2¢, fiir xe[—a;, +a] vnd fi(y) ==z
erfiillt. Um dies zu erreichen braucht man nur in einer geniigend kleinen
Umgebung von y f; linear zu definieren und sonst fi(x) = py(x) zu setzen.
Nun approximiere man in [—a, , +a,] f; durch ein ganzes Polynom p, bis auf
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€ < € . Dann giltin {—a, , +a,] die Ungleichung | py(x) — po(x); < 2¢,+ € .
Da p, trivialerweise auch in [--a,, +4a,] durch ganze Polynome angenidhert
werden kann, setze man das Verfahren durch analoge Bildung einer in
[—a,, +a,] stetigen Funktion f, mit f5( y) = z und | f3(x) — py(x)] < 2¢, fiir
x €[—a,, +a,] fort. Diese approximiere man in [—a,, +a,] durch ein
ganzes Polynom p, bis auf €, . Dann gilt dort | py(x) — py(¥)] < 2e; + €.

So fortfahrend erhidlt man eine Folge von ganzen Polynomen p, , die in
jedem Intervall [—a, +a] mit 0 < a < 2 gleichmiBig gegen eine Grenz-
funktion f konvergiert, wenn man fiir ¢, > 0 eine monotone Nullfolge mit
S0 € < oo withlt,

Da !pn(y) —z|= 1pn(y) *—fn(y)| < €, gilt, fOIgt f(y) =z, so daB f
kein ganzes Polynom sein kann. Dann ist f auch kein Polynom mit reellen
Koeffizienten, denn wihlt man a so groB3, daBl mehr Interpolationsknoten x,
aus Satz 1 in [—a, 1 4] liegen als der Grad von f betrigt, so folgt L, f == f
und nach Hilfssatz 1 wire f doch ganz.
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